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 چکیده 

  ک یراکتور است. در داخل   کی زیمعادله ترابرد نوترون در مسائل ف  یمرسوم در بررس  یبیتقر DPN دوگانه  یکرو  یهاروش هماهنگ

  ک ی نزد  ینواح  ای خلأ    ی مانند مرزها  افتد،یمواد اتفاق م  ی هایژگی در و  ی دیشد   ی هایوستگی ها ناپکه در آن  ی نقاط  یکیراکتور در نزد 

  ی ا هی تر رفتار شار زاومناسب  ف ی. توصشودیها مشاهده مشار نوترون  یاهی زاو  عیدر توز   یشتری ب   یناهمسانگرد  مولا مع  ، یقو  ی هاجاذب

ها، مانند روش  تمام جهت  ی بسط برا  کی استفاده از    ی است که به جا  DPNمانند    یی هاروش  یریمستلزم به کارگ  ینقاط  نیدر چن

PNو   یبعدکیمقاله به حل معادله ترابرد   ن ی . در اکنندیها استفاده ممختلف حرکت نوترون ی هاهتج  یجداگانه برا ی ها، از بسط

 DP1  یهاکار ابتدا معادله  ن یا   ی . براشودیپرداخته م  DP1  ب ی با استفاده از تقر  ن ی نوترون در دستگاه مختصات کارتز  یچندگروه

ها را  که اصطلاحاا آن شوندینوشته م یلت پخش چندگروهبعد به صورت معاد ومربوطه به دست آمده  یمرز طیو شرا  یچندگروه

به کار گرفته    SDP1  یهامعادله  یحل عدد  ی. سپس روش المان محدود برامینامی م  SDP1  ای شده  ساده  DP1معادلت    نجایدر ا

 . رندیگیار ممورد بحث قر  P3با روش  سه یدر مقا  ختلفچند مسئله آزمون م یشده براحاصل از روش ارائه  جی. نتا شودیم

 دوگانه، معادله پخش نوترون، روش المان محدود  یکرو یهاهماهنگ بی معادله ترابرد نوترون، تقر  واژه های کلیدی:

 

 مقدمه  . 1

  دقیق  نسبتاا  طور  به  راکتور  یک  داخل  در  نوترون  کل  شار

  ای زاویه   توزیع  است. چراکه  محاسبه  قابل  P𝑁معادلت    توسط

  همسانگرد  تقریباا  همگن  محیط  یک  داخلی  هایقسمت  در

 در   قبولی  قابل  دقت  با   کروی  هایهماهنگ   روش  و  است

  نقاطی  نزدیکی  در  وجود،  این  کند. بامی   عمل  شرایطی  چنین

  اتفاق   مواد  هایویژگی  در  شدیدی  هایناپیوستگی   که

  قوی،   هایجاذب   نزدیک  نواحی  یا  خلأ  مرزهای  مانند  افتد،می

  شار  ایزاویه   توزیع  در   بیشتری  ناهمسانگردی  معمولا

  تغییراتی  مذکور  هایشود. ناپیوستگیمی   مشاهده  هانوترون 

تقریبمی  ایجاد  ایزاویه   شار  در  را  ایپله  تابع  یک  کنند. 

  های ممان  از  که  ،P𝑁مانند    هاییروش   از  استفاده  با  ایپله

  به  مستلزم  برند،می   بهره  (full-range)دامنه  تمام   ایزاویه 

تعداد  گیری  کار با  مشکل  زیاد  جملاتی  بسط    دیگر   است. 

  ای زاویه   هایممان   حاوی  هایتقریب  سایر  و  ،P𝑁تقریب  

  نزدیک  در  تقریب  خطا   همگرایی  عدم  دامنه،تمام

  مراتب   کارگیری  به  وجود  با  حتی  است  صفر به  هاناپیوستگی 

 ,Ziering & Schiff)کروی    هایهماهنگ   بسط  در  بالتر

1958) . 

)  P𝑁روش     مشکل   برای  حلی  راه  عنوان  ( بهDP𝑁دوگانه 

  این   در  اصلی  . ایده(Yvon, 1957)شد    پیشنهاد  یادشده

  ای زاویه   توزیع  برای  جداگانه  بسط  یک  گیری  کار  به  روش

  برای  بسط  یک  از  استفاده  جای  به  است  ناحیه  هر  در  نوترون

  توانمی   را  ایزاویه  توزیع  در  ناپیوستگی  ها. بنابراینزاویه  تمام

  طرف   هر  برای  جداگانه  بسطی  از  استفاده  با  مناسبی  شکل  به

  به  زاویه  در  ناپیوستگی  که  طوری  به  زد،  تقریب  ناپیوستگی
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  بیان  کروی  هایهماهنگ  بسط  ضرایب  در  ناپیوستگی  وسیله

بهمی   ای زاویه   هایممان   از  روش   این  در  دیگر،  بیان  شود. 

  برای   دامنهتمام   هایممان  جای  به  (half-range)دامنه  نیم

شود.  می  استفاده  نوترون  ایزاویه   شار  رفتار  تردقیق  توصیف

مختصات  در  خصوص  به  امر  این   دارای   کارتزین  دستگاه 

  را  خلأ  مرزی  شرط  دقیق  ارضاء   امکان  که  چرا  است  اهمیت

تقریب  (Bell & Glasstone, 1970)کند  می  فراهم  .

DP𝑁  کروی   هایهماهنگ  روش  به  نسبت  بهتری  عملکرد  

  توزیع  در  شدید  هایناپیوستگی  حاوی  مسائل   در  دامنهتمام

روش    با  مقایسه  قابل  آن  دقت  معمولا  و  داشته  نوترون  ایزاویه 

P2𝑁+1    است(Clark & Hansen, 1964) . 

تقریب   از  در    DP𝑁کاربرد  بعد  نوترون،  ترابرد  معادله  حل 

در   شدن  توسط  (Yvon, 1957)معرفی  بار  اولین   ،

(Ziering & Schiff, 1958)    قرار گرفته بررسی  مورد 

معادلت  حل  به  تحلیلی  رویکردی  با  مقاله  این  در  است. 

DP𝑁    همسانگرد پراکندگی  کارتزین  با  مختصات  در 

بعدی پرداخته شده است. این نویسندگان همین کار را  یک

به مختصات کارتزین   (Schiff & Ziering, 1960)در  

داده تعمیم  معادلت  دوبعدی  مجانبی  رفتار  در    DP𝑁اند. 

(Huang & Lewis, 1972)    معادلت مقایسه    P𝑁با 

از معدود مقالتی   (Khouaja et al., 1997)شده است.  

در مختصاتی غیر از کارتزین، یعنی   DP𝑁است که از تقریب  

ای، بهره گرفته است. به عنوان یکی  دستگاه مختصات استوانه 

در حل معادله    DP𝑁ترین آثار در زمینه کاربرد روش  از جامع 

اشاره    (Ghazaie et al., 2017)توان به  ترابرد نوترون می

نمود. در این کار رویکردی وردشی برای حل عددی معادله  

های کروی  با تقریب هماهنگ  ترابرد یک و دوبعدی نوترون

مقطع   سطح  ناهمسانگردی  دلخواه  مرتبه  با  دوگانه، 

و  توسط  پراکندگی، شده  ارائه  محدود  المان  نتایج    روش 

اند. همین نویسندگان  مقایسه شده   P𝑁مربوطه با نتایج روش  

های کروی دوگانه  اند که تعمیم تقریب هماهنگنشان داده 

های کروی چندگانه )معادلت  ( به هماهنگ DP𝑁)معادلت  

𝑀P𝑁شود  تری منجر می( به نتایج دقیق(Ghazaie et 

al., 2019) . 

معادلت   عددی  طریق    بعدییک  هندسه  در  P𝑁حل  از 

روشی متداول و    پخش چندگروهی  معادلت  ها بهتبدیل آن

گیری  . بهره (McClarren, 2011)رود  کارآمد به شمار می 

کاری است که   DP𝑁از چنین رویکردی برای حل معادلت 

  انجام شده است. نویسندگان   (Gelbard et al., 1959)در  

  پخش  دوگروهی  های معادله   گروهی را بهیک  DP1معادلت  

راآن   و  ردهک  تبدیل محدود    اختلاف  روش  از   استفاده  با  ها 

  روی  کل  شار  بودن  مرزی صفر  شرط  با  بعدیای یکتیغه  برای

اند. ما از همین ایده در مقاله حاضر برای  نموده   حل  مرزها

بعدی استفاده  در مختصات کارتزین یک  DP1حل معادلت 

چندگروهی را به معادلت پخش    DP1کنیم. معادلت  می

 SDP1ها با عنوان معادلت  چندگروهی تبدیل کرده و از آن 

کنیم. سپس درباره چگونگی به کارگیری روش المان  یاد می

های پخش چندگروهی حاصله بحث  محدود برای حل معادله 

 کنیم. می

بخش   معادلت    ۲در  آوردن  دست  به    DP1چگونگی 

مختصات   دستگاه  در  نوترون  ترابرد  معادله  از  چندگروهی 

ها به معادلت پخش  بعدی و سپس تبدیل آنکارتزین یک

شود. استفاده از روش  ، بیان میSDP1چندگروهی، معادلت  

موضوعی    SDP1های المان محدود برای حل عددی معادله 

پرداخته می  ۳است که در بخش   آن    ۴شود. در بخش  به 

نتایج به کار گیری روش عددی برای چند مسئله آزمون را  

ارائه کرده و دقت آن را مورد    P3در مقایسه با نتایج روش  

 شود. انجام می   ۵گیری در بخش  دهیم. نتیجهارزیابی قرار می 

 چندگروهی  SDP1معادلات    -۲

 DP1به دست آوردن معادلات   - ۲- 1

  دستگاه   در  پایا  حالت  در   نوترون  گروهییک   ترابرد  معادله

 صورت  به  بعدیکارتزین یک  مختصات

𝜇
𝜕

𝜕𝑥
𝜓(𝑥, 𝜇) + Σ𝑡(𝑥)𝜓(𝑥, 𝜇) = ∫ Σ𝑠(𝑥, 𝜇0)𝜓(𝑥, 𝜇

′)𝑑𝜇′
1

−1

+𝑄(𝑥, 𝜇) (1) 

 که  شودمی   نوشته

𝑄(𝑥, 𝜇) = 𝜈Σ𝑓(𝑥)𝜙(𝑥) + 𝑞𝑒(𝑥, 𝜇) (2) 

 عبارت چشمه و 
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𝜙(𝑥) ≡ ∫ 𝜓(𝑥, 𝜇)𝑑𝜇
1

−1

 

  مرز  در  معادله  این  مرزی  هایاست. شرط   نوترون  کل  شار

𝑥 چپ  سمت = 𝑥− راست  سمت  و 𝑥 = 𝑥+ مورد  محیط  

 خلأ   مرز  در  بررسی

𝜓(𝑥−, 𝜇) = 0, 𝜇 > 0 (3𝑎)

𝜓(𝑥+, 𝜇) = 0, 𝜇 < 0 (3𝑏)
 

 بازتابنده   مرز  در  و

𝜓(𝑥±, 𝜇) = 𝜓(𝑥±, −𝜇) (4) 

  مقطع  سطح  معمول،  روال  . طبق(Stacey, 2007)هستند  

,Σ𝑠(𝑥  نوترون،  دیفرانسیلی  پراکندگی 𝜇0)،  (1)معادله   در  

 شکل   به  لژاندر  هایای چندجمله   بحس  بر

Σ𝑠(𝑥, 𝜇0) = ∑
2𝑚+ 1

2
Σ𝑠,𝑚(𝑥)𝑃𝑚(𝜇0)

∞

𝑚=0

= ∑
2𝑚+ 1

2
Σ𝑠,𝑚(𝑥)𝑃𝑚(𝜇)𝑃𝑚(𝜇

′)

∞

𝑚=0

(5) 

  جمع  قضیه  از  بال  رابطه  در  دوم  شود. تساویمی  داده  بسط

 بعدی، یک  مختصات  در  لژاندر  هایای چندجمله 

𝑃𝑚(𝜇0) = 𝑃𝑚(𝜇)𝑃𝑚(𝜇
′) 

بسط    گذاریجای   . با(Stacey, 2007)است    شده  نتیجه

 به   ترابرد  معادله  ،(1)در    (5)

𝜇
𝜕

𝜕𝑥
𝜓(𝑥, 𝜇) + Σ𝑡(𝑥)𝜓(𝑥, 𝜇) = ∑

2𝑚+ 1

2
Σ𝑠,𝑚(𝑥)𝑃𝑚(𝜇)∫ 𝑃𝑚(𝜇

′)𝜓(𝑥, 𝜇′)𝑑𝜇′
1

−1

∞

𝑚=0

+ 𝑄(𝑥, 𝜇)(6) 

  ایزاویه  شار  ،DP𝑁تقریب    معادلت  آوردن  دست  به  برای شود. می  تبدیل

 صورت  به  را  نوترون

𝜓(𝑥, 𝜇) ≅ ∑(2𝑛 + 1)[𝜙𝑛
−(𝑥)𝑃𝑛

−(𝜇) + 𝜙𝑛
+(𝑥)𝑃𝑛

+(𝜇)]

𝑁

𝑛=0

(7) 

  نصف  روی  شدهتعریف  لژاندر  هایای چندجمله   حسب  بر

 دامنه(نیم   هایای )چندجمله   𝜇متغیر    تغییرات  دامنه

𝑃𝑛
−(𝜇) ≡ {

𝑃𝑛(2𝜇 + 1), 𝜇 < 0
0, 𝜇 ≥ 0

(8𝑎)

𝑃𝑛
+(𝜇) ≡ {

0, 𝜇 < 0

𝑃𝑛(2𝜇 − 1), 𝜇 ≥ 0
(8𝑏)

 

  شار  هایممان . نیم(Stacey, 2007)دهیم  می  بسط

 رابطه   با  (7)در بسط    رفته  کار  به  ایزاویه 

𝜙𝑛
±(𝑥) ≡ ±∫ 𝑑𝜇𝑃𝑛

±(𝜇)𝜓(𝑥, 𝜇)
±

0

(9) 

,𝑄(𝑥شوند. عبارت  می  تعریف 𝜇)  را نیز  (1)معادله    در  

 صورت   به  (7)مشابه  

𝑄(𝑥, 𝜇) ≅ ∑(2𝑛 + 1)[𝑆𝑛
−(𝑥)𝑃𝑛

−(𝜇) + 𝑆𝑛
+(𝑥)𝑃𝑛

+(𝜇)]

𝑁

𝑛=0

(10) 

 که   دهیممی  بسط



 مسعود نظری                                                                                                                                  SDP1نوترون با استفاده از روش  ی و چندگروه  یبعد کیحل معادله ترابرد 

 

 19  

𝑆𝑛
±(𝑥) ≡ ±∫ 𝑑𝜇𝑃𝑛

±(𝜇)𝑄(𝑥, 𝜇)
±

0

 

  ،(9)و استفاده از    بال  رابطه  در  (2)قرار دادن عبارت    با

 شکل   به  چشمه  هایممان نیم

𝑆𝑛
±(𝑥) = 𝜈Σ𝑓(𝑥)[𝜙0

−(𝑥) + 𝜙0
+(𝑥)] ± ∫ 𝑑𝜇𝑃𝑛

±(𝜇)𝑞𝑒(𝑥, 𝜇)
±

0

(11) 

  سپس  ،(6)در    (10)و    (7)دادن معادلت    از قرار  آیند.درمی

 تعریف   ،(8)روابط    گیری  کار  به

𝐶𝑛,𝑚
± ≡ ±∫ 𝑑𝜇𝑃𝑛(𝜇)𝑃𝑛

±(𝜇)
±

0

(12) 

 تعامد   رابطه  از  استفاده  و

∫ 𝑑𝜇𝑃𝑛
−(𝜇)𝑃𝑚

−(𝜇)
0

−1

= ∫ 𝑑𝜇𝑃𝑛
+(𝜇)𝑃𝑚

+(𝜇)
1

0

=
𝛿𝑛,𝑚
2𝑛 + 1

(13) 

 دامنه نیم  لژاندر  هایای چندجمله   بازگشتی  رابطه  و

𝜇𝑃𝑛
±(𝜇) =

𝑛 + 1

2(2𝑛 + 1)
𝑃𝑛+1
± (𝜇) ±

1

2
𝑃𝑛
±(𝜇) +

𝑛

2(2𝑛 + 1)
𝑃𝑛−1
± (𝜇) (14) 

 معادلت  نهایت  در  طولنی،  نسبتاا  جبری  عملیات  چند  از  بعد

𝑛

2𝑛 + 1

𝑑𝜙𝑛−1
−

𝑑𝑥
−
𝑑𝜙𝑛

−

𝑑𝑥
+
𝑛 + 1

2𝑛 + 1

𝑑𝜙𝑛+1
−

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙𝑛

− = 

∑(2𝑚 + 1)𝐶𝑚,𝑛
− Σ𝑠,𝑚∑(2𝑙 + 1)[𝐶𝑚,𝑙

− 𝜙𝑙
− + 𝐶𝑚,𝑙

+ 𝜙𝑙
+]

𝑁

𝑙=0

𝑀

𝑚=0

+ 2𝑆𝑛
− (15𝑎) 

𝑛

2𝑛 + 1

𝑑𝜙𝑛−1
+

𝑑𝑥
+
𝑑𝜙𝑛

+

𝑑𝑥
+
𝑛 + 1

2𝑛 + 1

𝑑𝜙𝑛+1
+

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙𝑛

+ = 

∑(2𝑚 + 1)𝐶𝑚,𝑛
+ Σ𝑠,𝑚∑(2𝑙 + 1)[𝐶𝑚,𝑙

− 𝜙𝑙
− + 𝐶𝑚,𝑙

+ 𝜙𝑙
+]

𝑁

𝑙=0

𝑀

𝑚=0

+ 2𝑆𝑛
+ (15𝑏) 

نوترون    ایزاویه  شار  مثبت  و  منفی  هایممان  برای  ترتیب  به

 تعریف   با  .(Bell & Glasstone, 1970)شوند  می   حاصل

𝜙𝑚(𝑥) ≡∑(2𝑙 + 1)[𝐶𝑚,𝑙
− 𝜙𝑙

−(𝑥) + 𝐶𝑚,𝑙
+ 𝜙𝑙

+(𝑥)]

𝑁

𝑙=0

(16) 

 ترخلاصه  هایشکل   به  را  (15)معادلت  

𝑛

2𝑛 + 1

𝑑𝜙𝑛−1
∓

𝑑𝑥
∓
𝑑𝜙𝑛

∓

𝑑𝑥
+
𝑛 + 1

2𝑛 + 1

𝑑𝜙𝑛+1
∓

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙𝑛

∓ = ∑(2𝑚 + 1)𝐶𝑚,𝑛
∓ Σ𝑠,𝑚𝜙𝑚

𝑀

𝑚=0

+ 2𝑆𝑛
∓ (17) 

 کنیم. می  بیان
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  شار  بسط  دادن  قرار  از  (17)های  معادله   برای  مرزی  شرایط

 شوند.  می  حاصل  (4)و    (3)  روابط  در  (7)ای  زاویه 

معادلت    برای  بازتابنده  و  خلأ  مرزی  شرط  اساس،  این  بر

 شکل   به  ترتیب  به  (17)

𝜙𝑛
±(𝑥∓) = 0 (18) 

𝜙𝑛
+(𝑥±) = (−1)

𝑛𝜙𝑛
−(𝑥±) (19) 

 شوند. می   نوشته

 DP1معادلات 

  فرض  معمول  مطابق   DP1معادلت    برای به دست آوردن

 کنیم می

𝑆𝑛
±(𝑥) =

𝛿𝑛,0
2
𝑆𝑛
±(𝑥) =

1

2
[𝜈Σ𝑓(𝑥)𝜙0(𝑥) + 𝑞𝑒(𝑥)] ≡

1

2
𝑆0(𝑥) (20) 

  وجود  محیط  در 𝑆0/2 قدرت  به  همسانگرد  ایچشمه  یعنی

𝑁 گذاریجای   دارد. با = های  معادله   در  بال  عبارت  و 1

 معادله   چهار  ،(17)

−
𝑑𝜙0

−

𝑑𝑥
+
𝑑𝜙1

−

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙0

− = Σ𝑠,0𝜙0 −
3

2
Σ𝑠,1𝜙1 +

7

8
Σ𝑠,3𝜙3 + 𝑆0 (21𝑎) 

1

3

𝑑𝜙0
−

𝑑𝑥
−
𝑑𝜙1

−

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙1

− =
1

2
Σ𝑠,1𝜙1 −

5

4
Σ𝑠,2𝜙2 +

7

8
Σ𝑠,3𝜙3 (21𝑏) 

𝑑𝜙0
+

𝑑𝑥
+
𝑑𝜙1

+

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙0

+ = Σ𝑠,0𝜙0 +
3

2
Σ𝑠,1𝜙1 −

7

8
Σ𝑠,3𝜙3 + 𝑆0 (21𝑐) 

1

3

𝑑𝜙0
+

𝑑𝑥
+
𝑑𝜙1

+

𝑑𝑥
+
2

3

𝑑𝜙2
+

𝑑𝑥
+ 2Σ𝑡𝜙1

+ =
1

2
Σ𝑠,1𝜙1 +

5

4
Σ𝑠,2𝜙2 +

7

8
Σ𝑠,3𝜙3 (21𝑑) 

  شوند. می   حاصل  ایزاویه  شار  مثبت  منفی و  هایممان   برای

 

𝐶𝑛,𝑚مقادیر کمیت    -1جدول 
 (22)شده در نوشتن روابط  استفاده  ±

𝑚 = 3 𝑚 = 2 𝑚 = 1 𝑚 = 0  

0 0 0 1 𝐶0,𝑚
±  

0 0 1 6⁄  ±1 2⁄  𝐶1,𝑚
±  

0 1 20⁄  ±1 4⁄  0 𝐶2,𝑚
±  

1 56⁄  ±1 8⁄  1 8⁄  ±1 8⁄  𝐶3,𝑚
±  
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روابط    ،(21)معادلت    در  رفته  کار  به 𝜙𝑛 هایممان  طبق 

 از   اندعبارت  1جدول    هایداده   و  (16)،  (12)

𝜙0 = 𝜙0
− +𝜙0

+ (22𝑎) 

𝜙1 =
1

2
(−𝜙0

− + 𝜙0
+ + 𝜙1

− + 𝜙1
+) (22𝑏) 

𝜙2 =
3

4
(−𝜙1

− + 𝜙1
+) (22𝑐) 

𝜙3 =
1

8
(𝜙0

− − 𝜙0
+ + 3𝜙1

− + 3𝜙1
+) (22𝑑) 

 روابط   توانمی   جبری  عملیات  چند  انجام  با

𝜙0
+ + 𝜙0

− = 𝜙0 (23𝑎) 

𝜙1
+ + 𝜙1

− =
1

2
𝜙1 + 2𝜙3 (23𝑏) 

𝜙0
+ − 𝜙0

− =
3

2
𝜙1 − 2𝜙3 (23𝑐) 

𝜙1
+ − 𝜙1

− =
4

3
𝜙2 (23𝑑) 

  استفاده   هاآن   از  ادامه  در  که  آورد  دست  به  (22)معادلت    از  را

 . خواهد شد

مناسب  کار  ادامه  چپ  برای  که سمت  است  آن  معادلت  تر 

ممان   (21) حسب  بر  شوند  𝜙𝑛های  نیز  براینوشته    این   . 

 داریم  (21c)و    (21a)  هایمعادله جمع    از  منظور،

𝑑

𝑑𝑥
(𝜙0

+ +𝜙0
−) +

𝑑

𝑑𝑥
(𝜙1

+ + 𝜙1
−) + 2Σ𝑡(𝜙0

+ + 𝜙0
−) − 2Σ𝑠,0𝜙0 = 2𝑆0 

 به   (23)روابط    گیری  کار  به  با  که

𝑑𝜙1
𝑑𝑥

+ (Σ𝑡 − Σ𝑠,0)𝜙0 = 𝑆0 (24) 

، به  (21)معادلت    خطی  هایترکیب  دیگر  شود. ازمی  تبدیل

 صورت  معادله دیگر به  سه،  (23)روابط  کمک  

−(21𝑎) + (21𝑏) + (21𝑐) + (21𝑑) ⟹
1

3

𝑑𝜙0
𝑑𝑥

+
2

3

𝑑𝜙2
𝑑𝑥

+ (Σ𝑡 − Σ𝑠,1)𝜙1 = 0 (25) 

−(21𝑏) + (21𝑑) ⟹
2

5

𝑑𝜙1
𝑑𝑥

+
8

15

𝑑𝜙3
𝑑𝑥

+ (
16

15
Σ𝑡 − Σ𝑠,2)𝜙2 = 0 (26) 

−(21𝑎) − 3(21𝑏) + (21𝑐) − 3(21𝑑) ⟹
1

3

𝑑𝜙2
𝑑𝑥

+ (2Σ𝑡 −
7

8
Σ𝑠,3)𝜙3 = 0 (27) 

 عاریف ت  گیری  کار  به  نهایت،  شوند. درمی   حاصل

Σ0 ≡ Σ𝑡 − Σ𝑠,0 (28𝑎) 
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Σ1 ≡ Σ𝑡 − Σ𝑠,1 (28𝑏) 

Σ2 ≡
16

15
Σ𝑡 − Σ𝑠,2 (28𝑐) 

Σ3 ≡ 2Σ𝑡 −
7

8
Σ𝑠,3 (28𝑑) 

 به صورت  DP1شکل نهایی معادلت   (27)تا    (24)معادلت    در

𝑑𝜙1
𝑑𝑥

+ Σ0𝜙0 = 𝑆0 (29𝑎) 

1

3

𝑑𝜙0
𝑑𝑥

+
2

3

𝑑𝜙2
𝑑𝑥

+ Σ1𝜙1 = 0 (29𝑏) 

2

5

𝑑𝜙1
𝑑𝑥

+
8

15

𝑑𝜙3
𝑑𝑥

+ Σ2𝜙2 = 0 (29𝑐) 

1

3

𝑑𝜙2
𝑑𝑥

+ Σ3𝜙3 = 0 (29𝑑) 

 .ددهمی  نتیجهرا  

 گروهیمعادلات پخش دوبه گروهی یک  DP1معادلات   تبدیل - ۲- ۲

های  رابطه  از  ترتیب  به  ایزاویه   شار  سوم  و  اول  هایممان 

(29b)    و(29d)  صورت  به 

𝜙1 = −
1

3Σ1

𝑑

𝑑𝑥
(𝜙0 + 2𝜙2) (30) 

𝜙2 = −
1

3Σ3

𝑑

𝑑𝑥
𝜙2 (31) 

  رابطه دیگر   دو  در  فوق  مقادیر   دادن  قرار  آیند. ازمی   دست  به

  ، (29c)و    (29a)  زوج،   هایممان   هایمشتق   حاوی

 های معادله 

−
𝑑

𝑑𝑥

1

3Σ1

𝑑

𝑑𝑥
(𝜙0 + 2𝜙2) + Σ0𝜙0 = 𝑆0 (32) 

−
𝑑

𝑑𝑥

1

3Σ3

𝑑

𝑑𝑥
𝜙2 +

15

8
Σ2𝜙2 =

3

4
(Σ0𝜙0 − 𝑆0) (33) 

 تعریف  با  شوند.می   حاصل

𝐷1(𝑥) ≡
1

3Σ1(𝑥)
(34) 

𝐷2(𝑥) ≡
1

3Σ3(𝑥)
(35) 

 و   پخش  ضرایب  عنوان  به

Φ1(𝑥) ≡ 𝜙0(𝑥) + 2𝜙2(𝑥) (36) 
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Φ2(𝑥) ≡ 𝜙2(𝑥) (37) 

 دوگروهی  پخش  هایمعادله   به  نهایت  در  (29)گروهی  یک  DP1معادله    چهار  دوم،  و  اول  هایگروه   کل  شار  عنوان  به

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷1
𝑑Φ1
𝑑𝑥

+ Σ0Φ1 = 2Σ0Φ2 + 𝑆0 (38) 

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷2
𝑑Φ2
𝑑𝑥

+ (
3

2
Σ0 +

15

8
Σ2)Φ2 =

3

4
Σ0Φ1 −

3

4
𝑆0 (39) 

 . روابط نامیممی  SDP1ها را معادلت  که آن  شوندمی  تبدیل

𝜙1(𝑥) = −𝐷1(𝑥)
𝑑Φ1(𝑥)

𝑑𝑥
(40) 

𝜙2(𝑥) = −𝐷2(𝑥)
𝑑Φ2(𝑥)

𝑑𝑥
(41) 

 هستند.   گیرینتیجه  قابل  (31)و    (30)در    Φ𝑗(𝑥)و    𝐷𝑗(𝑥)برای    شدهتعریف   مقادیر  گذاریجای   از

 (Stacey, 2007)دوگروهی    پخش  هایمعادله   با  (39)و    (38)مقایسه    از

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷1
𝑑Φ1
𝑑𝑥

+ Σ𝑟
1Φ1 = Σ𝑠

2→1Φ2 + 𝑆1 (42) 

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷1
𝑑Φ1
𝑑𝑥

+ Σ𝑟
2Φ2 = Σ𝑠

1→2Φ1 + 𝑆2 (43) 

 که

𝑆𝑗 = 𝜒𝑗(𝜈Σ𝑓
1Φ1 + 𝜈Σ𝑓

2Φ2) + 𝑞𝑒
𝑗
 

  در  پارامترها  این  مقادیر.  آیندمی  دست  به  چندگروهی  پخش  کد  یک  توسط  SDP1  معادلت  حل  برای  لزم  فیزیکی  پارامترهای

 است.   آمده  ۲جدول  

 (39) و  (38) هایمعادله از شدهنتیجه دوگروهی پخش معادله پارامترهای -۲جدول 

𝑗 = 2 𝑗 = 1  

(3Σ3)
−1 (3Σ1)

−1 𝐷𝑗 

(3 2⁄ )Σ0 + (15 8⁄ )Σ2 Σ0 Σ𝑟
𝑗 

(3 4⁄ )Σ0 - Σ𝑠
1→𝑗 

- 2Σ0 Σ𝑠
2→𝑗 

−3 4⁄  1 𝜒𝑗 

−2𝜈Σ𝑓 𝜈Σ𝑓 𝜈Σ𝑓
𝑗
 

−(3 4⁄ )𝑞𝑒 𝑞𝑒 𝑞𝑒
𝑗
 

 صورت  به  DP1تقریب   در  کل  شار  ،Φ2و    Φ1آمدن    دست  به  از  بعد

𝜙0(𝑥) = Φ1(𝑥) − 2Φ2(𝑥) (44) 
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 شود. می   محاسبه  (37)و    (36)طبق  

 SDP1شرایط مرزی معادلات  

𝑥  چپ،  سمت  مرز  در  خلأ  مرزی  شرط  برای = 𝑥−،  از  

 روابط   ،(22)در    (18)اعمال  

𝜙0(𝑥−) = 𝜙0
−(𝑥−) 

𝜙1(𝑥−) = −
1

2
𝜙0
−(𝑥−) +

1

2
𝜙1
−(𝑥−) 

𝜙2(𝑥−) = −
3

4
𝜙1
−(𝑥−) 

𝜙3(𝑥−) =
1

8
𝜙0
−(𝑥−) +

3

8
𝜙1
−(𝑥−) 

  معادلت   سوم  و  اول  هایرابطه   گذاریجای   شوند. بامی   حاصل

 معادله   دو   آن،  چهارم  و  دوم  هایرابطه   در  بال

𝜙1(𝑥−) = −
1

2
𝜙0(𝑥−) −

2

3
𝜙2(𝑥−) 

𝜙3(𝑥−) =
1

8
𝜙0(𝑥−) −

1

2
𝜙2(𝑥−) 

حسب    بر  بال  در  ها𝜙𝑛نوشتن   با  نهایت،  در.  آیندمی  دست  به

Φ𝑗،های معادله   ،(41)و    (40)،  (37)،  (36)طبق    ها 

−𝐷1
𝑑Φ1
𝑑𝑥

|
𝑥=𝑥−

= −
1

2
Φ1(𝑥−) +

1

3
Φ2(𝑥−) (45𝑎) 

−𝐷2
𝑑Φ2
𝑑𝑥

|
𝑥=𝑥−

=
1

8
Φ1(𝑥−) −

3

4
Φ2(𝑥−) (45𝑏) 

  خلأ  مرزی  شرط  معادلت  مشابه  طور  شوند. بهمی  نتیجه

 از   اندعبارت   راست  سمت  مرز  برای

−𝐷1
𝑑Φ1
𝑑𝑥

|
𝑥=𝑥+

=
1

2
Φ1(𝑥+) −

1

3
Φ2(𝑥+) (46𝑎) 

−𝐷2
𝑑Φ2
𝑑𝑥

|
𝑥=𝑥+

= −
1

8
Φ1(𝑥+) +

3

4
Φ2(𝑥+) (46𝑏) 

در    (19)گذاری  جای   ازبرای شرط مرزی بازتابنده کامل،  

 شود می  نتیجه  (22)

𝜙1(𝑥±) = 𝜙3(𝑥±) = 0 

 روابط   به  (41)و    (40)در معادلت    نتیجه فوق  دادن  قرار

𝐷1
𝑑Φ1
𝑑𝑥

|
𝑥=𝑥±

= 0 (47𝑎) 
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𝐷2
𝑑Φ2
𝑑𝑥

|
𝑥=𝑥±

= 0 (47𝑏) 

 شود. می  منتج

  معادلات   به  چندگروهی  DP1معادلات    تبدیل  - ۲- ۳

 چندگروهی  پخش

گروهی  در معادلت یک  انرژی  گروه 𝐺 تعداد  لحاظ کردن  با

 فرض   و با  (29)

Σ𝑠,𝑛
𝑔′→𝑔

= 0, 𝑛 ≥ 1, 𝑔′ ≠ 𝑔 

  مرتبه   هایممان   گروهیبین  پراکندگی  از  پوشیچشم  یعنی 

 & Brantley)پراکندگی    مقطع  سطح  بالتر  و  اول

Larsen, 2000)،    معادلتDP1  از   اندعبارت  چندگروهی 

𝑑𝜙1
𝑔

𝑑𝑥
+ Σ0

𝑔
𝜙0
𝑔
= ∑ Σs,0

𝑔′→𝑔
𝜙0
𝑔′

𝐺

𝑔′≠𝑔

+ 𝑆0
𝑔 (48𝑎) 

1

3

𝑑𝜙0
𝑔

𝑑𝑥
+
2

3

𝑑𝜙2
𝑔

𝑑𝑥
+ Σ1

𝑔
𝜙1
𝑔
= 0 (48𝑏) 

2

5

𝑑𝜙1
𝑔

𝑑𝑥
+
8

15

𝑑𝜙3
𝑔

𝑑𝑥
+ Σ2

𝑔
𝜙2
𝑔
= 0 (48𝑐) 

1

3

𝑑𝜙2
𝑔

𝑑𝑥
+ Σ3

𝑔
𝜙3
𝑔
= 0 (48𝑑) 

 که

Σ0
𝑔
≡ Σt

𝑔
− Σs,0

𝑔→𝑔
 

Σ1
𝑔
≡ Σt

𝑔
− Σs,1

𝑔→𝑔
 

Σ2
𝑔
≡
16

15
Σt
𝑔
− Σs,2

𝑔→𝑔
 

Σ3
𝑔
≡ 2Σt

𝑔
−
7

8
Σs,3
𝑔→𝑔

 

 و 

𝑆0
𝑔(𝑥) = 𝜒𝑔∑𝜈Σ𝑓

𝑔
𝜙0
𝑔(𝑥)

𝐺

𝑔=1

+ 𝑞𝑒
𝑔(𝑥) 

  حالت   در  آنچه  مشابه  عملیاتی   با  را  (48)گروهی    𝐺معادلت  

 گروهی  2𝐺پخش    معادلت  به  توانمی   شد  انجام  گروهییک

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷1
𝑔 𝑑Φ1

𝑔

𝑑𝑥
+ Σ0

𝑔
Φ1
𝑔
= 2Σ0

𝑔
Φ2
𝑔
+ ∑ Σs,0

𝑔′→𝑔
(Φ1

𝑔′
− 2Φ2

𝑔′
)

𝐺

𝑔′≠𝑔

+ 𝑆0
𝑔 (49) 

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷2
𝑔 𝑑Φ2

𝑔

𝑑𝑥
+ (

3

2
Σ0
𝑔
+
15

8
Σ2
𝑔
)Φ2

𝑔
=
3

4
Σ0
𝑔
Φ1
𝑔
−
3

4
∑ Σs,0

𝑔′→𝑔
(Φ1

𝑔′
− 2Φ2

𝑔′
)

𝐺

𝑔′≠𝑔

−
3

4
𝑆0
𝑔 (50) 
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چندگروهی    SDP1ها با عنوان معادلت  که از آن   نمود  تبدیل

 داریم  ،(44)به    توجه  با  کنیم.یاد می

𝜙0
𝑔(𝑥) = Φ1

𝑔(𝑥) − 2Φ2
𝑔(𝑥) (51) 

  برای   چندگروهی پخش کد  یک  نیاز  مورد  ورودی پارامترهای

  های معادله   با  هاآنمقایسه    از  (50)و    (49)  معادلت  حل

 (Stacey, 2007)چندگروهی    پخش

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷𝑗
𝑑Φ𝑗

𝑑𝑥
+ Σ𝑟

𝑗
Φ𝑗 = ∑ Σ𝑠

𝑗′→𝑗
Φ𝑗

𝑗′≠𝑗

+ 𝑆𝑗, 𝑗 = 1,2,… ,2𝐺 (52) 

𝑆𝑗 = 𝜒𝑗∑𝜈Σ𝑓
𝑗
Φ𝑗

𝑗

+ 𝑞𝑒
𝑗 (53) 

 اند. شده   مشخص  ۳جدول    در  که  شوندمی  نتیجه

 (50)  و (49) هایمعادله  از شدهنتیجه   چندگروهی پخش معادله  پارامترهای -۳جدول 

𝑗 = even 𝑗 = odd  

Φ2
𝑗 2⁄

 Φ1
(𝑗+1) 2⁄

 Φ𝑗 

(3Σ3
𝑗 2⁄
)
−1

 (3Σ1
(𝑗+1) 2⁄

)
−1

 𝐷𝑗 

(3 2⁄ )Σ0
𝑗 2⁄

+ (15 8⁄ )Σ2
𝑗 2⁄  Σ0

(𝑗+1) 2⁄  Σ𝑟
𝑗 

{
 
 

 
 (3 4⁄ )Σ0

𝑗 2⁄
, 𝑗′ = 𝑗 − 1

−(3 4⁄ )Σ𝑠,0
(𝑗′+1) 2⁄ →𝑗 2⁄

, 𝑗′ = odd

(3 2⁄ )Σ𝑠,0
𝑗′ 2⁄ →𝑗 2⁄

, 𝑗′ = even

 

{
 
 

 
 2Σ0

(𝑗+1) 2⁄
, 𝑗′ = 𝑗 + 1

Σ𝑠,0
(𝑗′+1) 2⁄ →(𝑗+1) 2⁄

, 𝑗′ = odd

−2Σ𝑠,0
𝑗′ 2⁄ →(𝑗+1) 2⁄

, 𝑗′ = even

 Σ𝑠
𝑗′→𝑗 

−(3 4⁄ )𝜒𝑗 2⁄  𝜒(𝑗+1) 2⁄  𝜒𝑗 

−2𝜈Σ𝑓
𝑗 2⁄

 𝜈Σ𝑓
(𝑗+1) 2⁄

 𝜈Σ𝑓
𝑗
 

−(3 4⁄ )𝑞𝑒
𝑗 2⁄

 𝑞𝑒
(𝑗+1) 2⁄

 𝑞𝑒
𝑗
 

  و   خلأ  مرزهای  در  (50)و    (49)های  معادله   مرزی  شرایط

 صورت  ترتیب  به  بازتابنده

−𝐷𝑗
𝑑Φ𝑗

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥±

= {
±
1

2
Φ𝑗(𝑥±) ∓

1

3
Φ𝑗+1(𝑥±), 𝑗 = odd

±
3

4
Φ𝑗(𝑥±) ∓

1

8
Φ𝑗−1(𝑥±), 𝑗 = even

(54) 

 و 
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𝐷𝑗
𝑑Φ𝑗

𝑑𝑥
|
𝑥=𝑥±

= 0 (55) 

 اند. شده  نتیجه  (47)تا    (45)معادلت    از  که  هستند

 محدود  المان  روش با SDP1معادلات    عددی  حل -۳

معادلت   حل  چگونگی  بخش  این  چند   SDP1در 

رویکرد    (50)و    (49)گروهی   با  محدود  المان  روش  با 

می  (variational)وردشی     روش،   این  در شود.  مطرح 

 از  جزئی   مشتقات  با  دیفرانسیل   معادلت  سازیگسسته 

  انجام  المان  تعدادی  به   مسئلهه  دامن  تقسیم  طریق

 حسب   بر  المان  هر  در  یابی درون  توابع  .شودمی

رویگره  یا  گسسته  نقاط  به  مربوط  پارامترهای  های 

  یابیدرون   توابع  .شوندمی  بندیفرمول   المان  مرزهای

  به  هاگره  پارامترهای  طریق  از  هم   مجاور  هایالمان 

 شرایط   ترتیب  این  به  که  شوندمی  مرتبط  یکدیگر

  سپس،  .شودمی  برقرار  هاالمان   مرزهای  در  پیوستگی

مشخصه   (functional)تابعی    در  حاصله  آزمون  توابع

  ساکن  به  تابعی   الزام  نهایت،  در   . شوندمی  داده  قرار  مسئله

ی(  ها)متغیر  اول  (variation)وردش    به  نسبت  بودن

 برای   زمانهم  جبری  معادلت   از  ایمجموعه  به  مجهول،

  پارامترهای  آن  حل   با  که   انجامد می  هاگره  پارامترهای

 .آیندمی  دست به هاگره روی مجهول

 اولین قدم تابعی به عنوان 

𝐹[Φ] =
1

2
∫ 𝑑𝑥 {𝐷 (

𝑑Φ

𝑑𝑥
)
2

+ ΣrΦ
2 − 2Φ𝑆}

𝐿

+
1

2
{𝛾Φ2 + 2Φ𝑞}|

𝑥=𝑥±

(56) 

 گروهیگیریم که معادله پخش یکرا در نظر می 

−
𝑑

𝑑𝑥
𝐷
𝑑Φ

𝑑𝑥
+ Σ𝑟Φ = 𝑆 

و شرط    𝐿  طول  در  Euler-Lagrange  معادله  عنوان  به

 (natural)مرزی طبیعی  

𝐷
𝑑Φ

𝑑𝑥
+ 𝛾Φ+ 𝑞 (57) 

𝑥روی دو مرز   = 𝑥+    و𝑥 = 𝑥−  شوند  از آن استخراج می

(Lewis & Miller, 1984; Semenza et al., 1972) .  

مسئله  ،محدود  المان  روش  طبق   المان   𝑁تعداد    به  دامنه 

 که  طوری  به  شودمی  تقسیم  𝐿𝑛کوچک  

𝐿 = ∑ 𝐿𝑛
assemble{𝑛}

 

 نیز به صورت  (56)بر این اساس تابعی  

𝐹[Φ] = ∑ 𝐹𝑛[Φ]

assemble{𝑛}

 

 از رابطه   𝑛گسسته شده و در هر المان  

𝐹𝑛[Φ] =
1

2
𝐷𝑛∫ 𝑑𝑥 (

𝑑Φ

𝑑𝑥
)
2

𝐿𝑛

+
1

2
Σ𝑟,𝑛∫ 𝑑𝑥Φ2

𝐿𝑛

−∫ 𝑑𝑥Φ𝑆
𝐿𝑛

+
1

2
𝛾Φ2|𝑥=𝑥± +Φ𝑞|𝑥=𝑥± (58) 

 شود. محاسبه می 
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 صورت  به  را  کل  شار  𝐜𝑛بعدی  یک  یابیدرون   توابع  بردار  از  استفاده  با

Φ(𝑥) = 𝐜𝑛
𝑇(𝑥)𝚽𝑛 (59) 

  نودهای  در  کل  شار   مقدار  حاوی  بردار  𝚽𝑛که   نویسیممی

  از  استفاده  با  این مقاله  در  شدهارائه   نتایج  .است  م𝑛  المان

 خطی   توابع

𝐜𝑛(𝑥) =
1

|𝑥2
(𝑛)
− 𝑥1

(𝑛)
|
(𝑥2

(𝑛)
− 𝑥 𝑥 − 𝑥1

(𝑛))
𝑇
 

𝑥𝑖که    اندشده   محاسبه
(𝑛)  نود  مکان  𝑖المان    م𝑛با   .است  م  

بندی کردن  سرهم   ،(58)  معادله  در  (59)  عبارتگذاری  جای 

(assemble)   اول   وردش  اینکه  الزام  و  مربوطه  هایماتریس  

 معادلت   دستگاه  باشد،  صفر  𝚽 متغیر  تابعی نسبت به

𝐀𝚽 = 𝐟 (60) 

مربعی  که  شودمی   حاصل ستونی  و  𝐀  ماتریس   𝐟  ماتریس 

 های ماتریس   بندیحاصل سرهم 

𝐀𝑛 = 𝐷𝑛∫ 𝑑𝑥 (
𝑑𝐜𝑛

𝑇

𝑑𝑥
)

𝑇
𝑑𝐜𝑛

𝑇

𝑑𝑥𝐿𝑛

+ Σ𝑟,𝑛∫ 𝑑𝑥𝐜𝑛𝐜𝑛
𝑇

𝐿𝑛

+ 𝛾𝐜𝑛𝐜𝑛
𝑇|𝑥=𝑥± 

𝐟𝑛 = ∫ 𝑑𝑥𝐜𝑛𝑆
𝐿𝑛

− 𝑞𝐜𝑛|𝑥=𝑥± 

ها هستند. با حل دستگاه معادلت خطی  روی تمام المان 

های  و در نتیجه مقدار شار کل در تمام گره  𝚽بردار    (60)

از دامنه مسئله به دست   𝐿در نظر گرفته شده روی طول  

. آیدمی

 صورت   به  (60)چندگروهی    حالت  در

𝐀𝑗𝚽𝑗 = 𝐟𝑗, 𝑗 = 1,2,… ,2𝐺 (61) 

 های ماتریس   بندیسرهم   از  𝐟𝑗و   𝐀𝑗که    آیددرمی

𝐀𝑛
𝑗
= 𝐷𝑛

𝑗
∫ 𝑑𝑥 (

𝑑𝐜𝑛
𝑇

𝑑𝑥
)

𝑇
𝑑𝐜𝑛

𝑇

𝑑𝑥𝐿𝑛

+ Σ𝑟,𝑛
𝑗
∫ 𝑑𝑥𝐜𝑛𝐜𝑛

𝑇

𝐿𝑛

+ 𝛾𝑗𝐜𝑛𝐜𝑛
𝑇|
𝑥=𝑥±

 

𝐟𝑛
𝑗
= ∑ Σ𝑠

𝑗′→𝑗
∫ 𝑑𝑥𝐜𝑛𝐜𝑛

𝑇

𝐿𝑛𝑗′≠𝑗

+∫ 𝑑𝑥𝐜𝑛𝑆𝑗
𝐿𝑛

− 𝑞𝑗𝐜𝑛|𝑥=𝑥±
 

تابعی   تعریف  طبق  رابطه بال،  دو  هر  جمله آخر  .شوندمی  نتیجه

  با توجه به  .شوندمی  محاسبه  خلأ  مرزهای  روی  تنها  ،(56)

مرز    در  یالمان  برای  که   داد  نشان  توانمی   (57)و    (54)  روابط

𝑥 = 𝑥∓  باشیم   داشته  باید 

𝛾𝑗 = {
∓
1

2
, 𝑗 = odd

∓
3

4
, 𝑗 = even

 𝑞𝑗 = {
±
1

3
𝚽∓
𝑗+1
, 𝑗 = odd

±
1

8
𝚽∓
𝑗−1
, 𝑗 = even

 

∓𝚽که  
𝑗  دهنده بردار شار کل گروه  نشان𝑗  م المان واقع روی

𝑥مرز   = 𝑥∓   .است 
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 و بحث  نتایج -۴

  آزمون  مسئله  چهار  برای  SDP1روش    نتایج  بخش  این  در

روش   نتایج  همچنین  و  موجود   تحلیلی  هایداده   با  بعدییک

P3  معادلت    .شوندمی  مقایسهP3  محدود  المان  روش  با  نیز  

  حل   (Riyait & Ackroyd, 1987)بندی  فرمول   مطابق  و

  محدود   هایالمان   تعداد  از  استفاده  با  هامسئله   تمام  .اندشده 

 . اندشده   حل  P3و    SDP1های  روش   برای  یکسان  خطی

 جلو  به  رو پراکندگی با  چشمه یکنواخت -1-۴

  مقطع  سطح  با  1.0cmضخامت    به   ایتیغه  شامل  مسئله  این

Σ𝑡کل   = 1.0cm−1،  ناهمسانگرد    پراکندگی  مقطع  سطح

Σ𝑠,𝑛 = 0.2cm−1  قدرت    به  یکنواخت  ایچشمه   و𝑆 =

 ترتیب   به  تیغه  راست  و  چپ  سمت  مرزهای  برای.  است  1.0

  . شود می  گرفته  نظر  در  خلأ  و کامل  بازتابنده  مرزی هایشرط 

و    SDP1های  روش   از  آمده   دست  به  ایزاویه   شار  و  کل  شار

P3  راست،    سمت  مرز  در𝑥 = 𝑥+،  های  شکل   در   ترتیب  به

   .اندشده   رسم  ۲و    1

 

 1نمودار شار کل برای مسئله آزمون  -1شکل 

 

 
 1ای در مرز سمت راست برای مسئله آزمون نمودار شار زاویه -۲شکل 

  های فرمول   از  شکل  دو  این  در  موجود  تحلیلی  هایمنحنی

  حاصل   (Galliara & Williams, 1979)در    شدهارائه 

های  روش   با  شدهسبه محا  کل   شار  نسبی  خطا  متوسط  .اندشده 

SDP1    وP3  بیشینه   و  %1.295و    %1.252ترتیب    به  

  روش  دو  هر.  است  %5.074و    %3.834ها  آن  نسبی  خطا

 P3روش   خطا  بیشینه  اما   دارند،  یکسانی  تقریباا  متوسط  خطا

 که   جایی  افتدمی  اتفاق  خلأ  مرز  در   و  بوده  SDP1از    بیشتر

روش    مهم  مزیت  .شودمی  محسوب  SDP1روش    قوت  نقطه

SDP1  ای زاویه   شار  رفتار  مناسب  تقریب  در  آن  توانایی  

  حاصل   ایزاویه  شار  که  شودمی  دیده  ۲شکل    در.  است  نوترون

𝜇در    ،تحلیلی  جواب  مشابه  ،روش  این  از =   بوده   ناپیوسته  0

𝜇بازه    در  و ≥   دارد،   تحلیلی   منحنی  به   نزدیک  تغییراتی  نیز  0

  صادق  P3روش    از  آمده  دست  به  شار  مورد  در  نکته  دو  این  اما

 .نیست

 شبکه   سلول مسئله  -۲-۴

  یکنواخت   ایچشمه وجود    با  ایدوناحیه   ایتیغه  آزمون  این  در

  به   معمولا  مسئله  این.  شود می   بررسی  ناحیه  دو  از  یکی  در

  یا   (repeated cell problem)مکرر    سلول  مسئله  عنوان

  شناخته   (lattice cell problem)سلول    شبکه  مسئله

تیغه   مقاطع  سطح  هایداده   و  هندسی  مشخصات  .شودمی

   .اندشده   داده  ۳شکل    در  ایدوناحیه

 
 ۲هندسه و سطح مقاطع مسئله آزمون  -۳شکل 

 

 

 
 ۲ نمودار شار کل برای مسئله آزمون -۴شکل 

 در  ۴شکل    در  عددی  روش  دو  از  آمده  دست  به   کل  شارهای

 در  تحلیلی   منحنی  .اند شده  رسم  مربوطه  تحلیلی   منحنی  کنار

 & Williams)در  شدهداده  فرمول از استفاده با شکل این

Wood, 1972)  خطا   بیشینه  و  متوسط  . است  شده  حاصل  

𝑥 = 0 𝑥 = 1 𝑥 = 2

 
  
  
  

  
   

   
             

              

Σ = 1.0
Σ ,𝑛 = 0.5
𝑆 = 1.0

Σ = 1.0
Σ ,𝑛 = 0.5
𝑆 = 0.0
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  آورده   ۴جدول    در  تحلیلی  نمودار  به  نسبت  عددی  مقادیر

 . اندشده 

 ۲برای مسئله آزمون عامل عدم مزیت و  خطاهای شار کل -۴جدول 

𝜉(exact =   متوسط خطا شار کل بیشینه خطا شار کل   (2.344

2.253(−3.87%)  5.525% 1.887% P3 

2.371(1.173%)  2.458% 1.290% SDP1 

 نیز ۴شکل  در و دهد،می نشان جدول این اطلاعات کهچنان 

 تر دقیق  مسئله  این  در   SDP1روش    نتایج  است،  مشاهده  قابل

روش    کل  شار  متوسط  خطا.  است  تحلیلی  مقادیر  به  ترنزدیک   و

P3    روش    از  بالتر  %0.6حدودSDP1  آن   خطا  بیشینه  و  

  به  کمیتی  معمولا  نوع  این  از  مسائلی  در  .است  برابر  دو  از  بیش

 thermal disadvantage)حرارتی    مزیت  عدم  عامل  نام

factor)  مقایسه   موجود  تحلیلی   مقادیر  با  و  شده  محاسبه  

  شار   متوسط  تقسیم   از  𝜉حرارتی    مزیت  عدم  عامل  .دشومی

  ناحیه   در  کل  شار  بر(  سوخت  ناحیه)  چشمه  با  ناحیه  در  کل

  بنابراین   و  آیدمی   دست  به(  کندکننده  ناحیه)  چشمه  بدون

  . است  وابسته  کل   محاسبه شار  بودن  دقیق   به   آن  دقت  میزان

  با   ۴جدول    دردر این مسئله    𝜉برای    آمده  دست  به  مقادیر

رابطه    از  دقیق  مقدار  این  .اندشده   مقایسه  آن  دقیق  مقدار

  آمده   دست  به  (Williams & Wood, 1972)در    شدهارائه 

  با  SDP1روش    که  شودمی   مشاهده  جدول  این  در  .است

  حرارتی  مزیت  عدم عامل  کمیت  کمتر  %2.5حدود    خطایی

 . است   نموده  محاسبه  تیغه را

 دوگروهی ناهمسانگرد پراکندگی -۳-۴

 کار به  تیغه آزمون دوگروهی مقاطع سطح ۵جدول  هایداده 

 .کنندمی  مشخص  را  مسئله  سومین  در  شده  گرفته

 ۳سطح مقاطع دوگروهی مسئله آزمون  -۵جدول 

𝑆𝑔 Σ𝑠,𝑛
𝑔→𝑔−1 Σ𝑠,𝑛

𝑔→𝑔+1 Σ𝑠,𝑛
𝑔→𝑔

 Σ𝑡
𝑔

 𝑔 

1.0 - {
0.20, 𝑛 = odd

0.10, 𝑛 = even
 {

0.10, 𝑛 = odd

0.02, 𝑛 = even
 0.31 1 

0.0 {
0.00, 𝑛 = odd

0.00, 𝑛 = even
 - {

2.00, 𝑛 = odd

0.20, 𝑛 = even
 2.10 2 

  های شرط   و  داشته  ضخامت  5.0cmای  ناحیهتیغه یک  این

  چپ   سمت  مرزهای  در  ترتیب  به  خلأ  و  کامل  بازتابنده  مرزی

  از   شدهحاصل   دوگروهی  کل  شار  .شوندمی  لحاظ  آن  راست  و

 . است  شده  رسم  ۵شکل    در  عددی  هایروش 

 

 ۳ نمودار شار کل برای مسئله آزمون -۵شکل 
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 تیغه  نقاط  از  تعدادی  در  که  گروه  دو  کل  شار  دقیق  مقادیر

  این   در  نیز   اندشده   گزارش  (Williams, 1985)توسط  

  شار   خطا  بیشینه  و  متوسط  ۶جدول    .اندشده   مشخص  شکل

  را (  نقاط  برخی  در  موجود  دقیق  مقادیر  به  نسبت)  گروه  دو  کل

 در   یکسانی  تقریباا  خطا  عددی  روش  دو  هر.  دهدمی  نشان

  اول   گروه  شار  مورد  در  اما   دارند،  دوم  گروه  کل  محاسبه شار

حدوداا نصف و    ترتیب  به  SDP1روش    بیشینه  و  متوسط  خطا

 . هستند  P3سوم روش  یک

خطا متوسط و بیشینه شار کل دوگروهی مسئله آزمون   -۶جدول 

۳ 

  𝑔 متوسط خطا شار کل  بیشینه خطا شار کل

4.792% 1.513% 1 P3 

11.830% 3.078% 2  

2.194% 0.515% 1 SDP1 

10.358% 2.668% 2  

  زمانی   برای  دوم  و  اول  گروه  کل  شار  (Williams, 1985)در  

  مقادیر   ترتیب   به  کندمی  میل  نهایتبی  سمت  به   تیغه   ابعاد  که

تیغه   در  کل  شار  .است  شده  ذکر  9.5241و    4.7620ثابت  

  به (  باشند  کامل  بازتابنده  دو  هر  راست  و  چپ  مرز)  نامتناهی

  عبارت  و  بوده  یکسان  P3و    SDP1های  روش   از  آمده  دست

 از   است

𝜙𝑔(∞) = {
4.7619, 𝑔 = 1
9.5238, 𝑔 = 2

 

 دوگروهی  بحرانیت مسئله  -۴-۴

ضریب و  تکثیر  محاسبه   ضخامت  به  ایتیغه  کل  شار  مؤثر 

  در  کامل  بازتابنده  مرزی  شرط  با  7.566853cm  (بحرانی)

است.    مسئله  این  موضوع  راست  سمت  در  خلأ  و  چپ  سمت

یک  این  دوگروهی  مقاطع   سطح  اطلاعات   در   ایناحیه تیغه 

 . اندشده   درج  ۷جدول  

 ۴سطح مقاطع دوگروهی مسئله آزمون  -۷جدول 

𝜒𝑔 𝜈𝑔 Σ𝑓
𝑔

 Σ𝑠,0
𝑔→𝑔−1 Σ𝑠,0

𝑔→𝑔+1 Σ𝑠,0
𝑔→𝑔

 Σ𝑡
𝑔

 𝑔 

1.0 2.50 0.0010484 - 0.029227 0.62568 0.65696 1 

0.0 2.50 0.050632 0.0 - 2.44383 2.52025 2 

و    SDP1های  روش   از  آمده  دست  به  𝑘effمؤثر    تکثیر  ضریب

P3  ضریب   همچنین  جدول  این  در  .اند شده   آورده  ۸جدول    در 

  ضخامت   با  تیغه  حالت  در  گروه   دو  کل  شار  نسبت  و  مؤثر  تکثیر

( تیغه  مرز  دو  هر  در  کامل  بازتابنده  مرزی  شرط)  نامتناهی

 ,.Sood et al)توسط    دقیق  مقادیر  .است  شده  مشخص

روش    از  آمده  دست  به  𝑘effخطا    درصد  .اندشده   ارائه  (2003

P3،  مقدار   خطا  برابر  10از    بیش   آن،  دقیق  مقدار  به   نسبت  

 . است  SDP1روش    از  حاصله

  های روش   از  آمده  دست  به  بحرانی  دوگروهی  کل  شار  ۶شکل  

 .دهدمی   نشان  را  عددی

ضریب تکثیر مؤثر و شارهای گروهی برای حالت تیغه  -۸جدول 

 ۴نامتناهی در مسئله آزمون 

SDP1 P3  مقدار دقیق  

1.000051(−0.0051%) 0.999313(0.0687%) 1 𝑘eff 

1.631452(0%) 1.631452(0%) 1.631452 𝑘eff
∞  

2.614706(0%) 2.614706(0%) 2.614706 𝜙1(∞) 𝜙2(∞)⁄  
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 ۴ نمودار شار کل برای مسئله آزمون -۶شکل 

  همراه   به   تیغه   از  نقطه  چهار  در  گروه  دو   کل   شار  نسبی  خطا

  جدول   در  (Sood et al., 2003)در    مذکور  مرجع  مقادیر

  مقدار   به  بهنجارشده  صورت  به  مرجع  مقادیر)  اندشده   آورده  ۹

  خطاهای   (.اند شده   بیان  چپ   سمت مرز  گروه اول در  کل  شار

  اما   هستند،  مرتبه یکسانی  از  نقطه اول  سه  در  عددی  روش  دو

  برای   P3روش    نسبی  خطا(  راست  سمت  مرز)  نقطه چهارم  در

 SDP1روش    در  که  حالی  در  است  %4حدود    گروه  دو  هر

 مرتبههم  و  کمتر  بسیار  نقطه   این  در  گروه  دو  هر  کل  شار  خطا

 . است   دیگر  نقطه  سه

 ۴های عددی نسبت به مقادیر مرجع در مسئله آزمون خطا شار کل حاصل از روش -۹جدول 

𝑥 = 7.566853cm 𝑥 = 5.632009cm 𝑥 = 3.805408cm 𝑥 = 1.826593cm  گروه  

 دقیق 1 0.943363 0.761973 0.504012 0.147598

0.0212324 0.173845 0.273056 0.340124 2  

−4.86% 0.113% −0.0534% −0.830% 1 P3 

−4.35% 0.120% −0.0319% −0.0726% 2  

−0.0319% −0.355% −0.0673% −0.00390% 1 SDP1 

−0.481% −0.215% −0.0823% −0.0182% 2  

 گیری نتیجه  -۵

معادله ترابرد    DP1روشی عددی برای حل معادلت تقریب  

بعدی ارائه شد.  چندگروهی نوترون در مختصات کارتزین یک

معادله   DP1های  معادله  صورت  به  پخش  چندگروهی  های 

های  ، نوشته شدند. داده SDP1چندگروهی نوترون، معادلت  

معادلت   برای حل  توسط یک کد پخش چند    SDP1لزم 

ها با استفاده از روش  گروهی استخراج شده و چگونگی حل آن

به دست   نتایج عددی  قرار گرفت.  مورد بحث  المان محدود 

آمده از این روش برای چهار مسئله آزمون با مقادیر تحلیلی 

نتایج روش   و همچنین  آزمون  برای هر  مقایسه   P3موجود 

مزیت روش   اول  آزمون  ارائه توصیفی    SDP1شدند. در  در 

ای شار نوترون در مرز خلأ نسبت  تر از ناپیوستگی زاویهصحیح

روش   روش    P3به  که  داد  نشان  دوم  آزمون  شد.  مشخص 

SDP1    در مسائل موسوم به سلول شبکه نیز عملکرد بهتری

گونه تواند پارامتر مهم در اینداشته و می P3نسبت به روش  

ارتی را با خطایی چند درصد  مسائل یعنی عامل عدم مزیت حر 

کمتر محاسبه کند. آزمون سوم مشخص کرد که برتری روش  

SDP1    در مسائل چندگروهی نیز برقرار است. در نهایت، در

علاوه بر اینکه   SDP1آزمون چهارم مشاهده شد که با روش 

  P3ضریب تکثیر مؤثر را با دقتی قابل توجه نسبت به روش  

کل بحرانی دوگروهی در مرز خلأ  توان محاسبه نمود، شار می

نیز توسط این روش با خطایی با یک یا دو مرتبه بزرگی کمتر  

 قابل حصول است. 
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Abstract 
The double-spherical harmonics method (DP𝑁) is a common approximation in the study of the 

neutron transport equation in reactor physics problems. Inside a reactor near points where strong 

discontinuities in material properties occur, such as bare boundaries or areas near strong 

absorbers, there is usually greater anisotropy in the angular distribution of neutron flux. A more 

appropriate description of the angular flux behavior at such points requires the use of methods 

such as DP𝑁, which utilize separate expansions for different directions of neutron motion instead 

of using a single expansion for all directions, as in the P𝑁 method. In this paper, the multigroup, 

one-dimensional neutron transport equation in the Cartesian coordinate system is solved using 

the DP1 approximation. To do this, first the multigroup DP1 equations and the corresponding 

boundary conditions are derived, then they are written in the form of multigroup neutron diffusion 

equations, which are here called the simplified-DP1 or SDP1 equations. The finite element 

method is then used to numerically solve the SDP1 equations. The results of the proposed method 

are discussed for several different test problems in comparison with the P3 method. 

 

Keywords: Neutron Transport Equation, Double-Spherical Harmonics Method, Neutron Diffusion 
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